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Quelques définitions

@ 2 est I'espace de Cantor, I'espace des suites infinies de 0 et
de 1,

@ on le munit de la topologie engendrée par
U ={X €2%: X >0}
@ On notera X <7 Y pour X est calculable en Y,

o () est le probléme de I'arrét :

i € ) & 'exécution de I'algo i s'arréte

@ Y/ est le probleme de I'arrét relativisé a Y.
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Lemme de Schoenfield

Théoréeme (Lemme de Schoenfield)

VX e€2¥ ona:

X<t — A(Xs)s € 2% calculable telle que Xs — X

Exemple avec X = (/.
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Lemme de Schoenfield

Théoréeme (Lemme de Schoenfield)

VX e€2¥ ona:

X<t — A(Xs)s € 2% calculable telle que Xs — X

Exemple avec X = (/.

Théoréme (Lemme de Schoenfield relativisé)

VX,Y €2¥ ona:

X<rY — I(Xs)s €2¥, (Xs) <7 Y telle que Xs — X
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Lemme de Schoenfield :

VXY €2,
X <Y = 3J(X,) € 2¥ (X,)s <7 Y tel que Xy, —» X

Conjecture de Schoenfield généralisé :

VX e X VY e¥,
X<pY' = 3(X;) € (Z)“,(X5)s<rY tel que Xy — X
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Lemme de Schoenfield :

VXY €2,
X <rY = 3(X;) € 2 (Xs)s <7 Y tel que X; — X

Conjecture de Schoenfield généralisé :

VX e X VY e,
XS’[‘Y, <~ H(XS) S (%‘)w7 (Xs)sg'l‘y tCl que 'XS — X

4

lere partie
Généraliser la calculabilité
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Lemme de Schoenfield :

VXY €2,
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Lemme de Schoenfield :

VXY €2,
X <rY = 3(X;) € 2 (Xs)s <7 Y tel que X; — X

3eme partie

Conjecture de Schoenfield généralisé : Démontrer ou réfuter la conjecture

VX e X VY e,
XS’[‘Y, <~ H(XS) S (%‘)w7 (Xs)sgrl‘y tCl que XS — X

4

leére partie 2¢éme Partie
Généraliser la calculabilité Généraliser le jump

Paul-Elliot Anglés d’Auriac Laurent Bienvenu Lemme de Schoenfield dans les degrés continus



Etendre la calculabilité

Comment définir la calculabilité ?

@ Pour les fonctions N — N,
@ Pour les fonctions 2¥ — 2%,

© Dans un cadre plus général ?

Paul-Elliot Anglés d’Auriac Laurent Bienvenu Lemme de Schoenfield dans les degrés continus



Un cadre plus général : I'analyse calculable

Définition (Espace topologique récursif)

Un espace topologique récursif (X, 7,v) est un espace topologique
(X, T) avec une énumération v : N — 7 d’ouverts formant une base
de 7.

v

Définition (Espace métrique récursif)

Un espace métrique récursif (X, d, r) est un espace métrique (X, d)
avec une énumération r : N — X telle que {r; : i € N} soit dense
dans X et i,j — d(r;, rj) soit calculable.

A\
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Un cadre plus général : I'analyse calculable

Définition (Espace topologique récursif)

Un espace topologique récursif (X, 7,v) est un espace topologique
(X, T) avec une énumération v : N — 7 d’ouverts formant une base
de 7.

Définition (Espace métrique récursif)

Un espace métrique récursif (X, d, r) est un espace métrique (X, d)
avec une énumération r : N — X telle que {r; : i € N} soit dense
dans X et i,j — d(r;, rj) soit calculable.

Définition (Fonction calculable)

Soit (27, 1,11) et (¥, ,12) deux espaces topologiques récursifs.
Une fonction f : 2" — % est dite calculable si f est continue et

{(.4) s (i) € £ (2())) }

est récursivement énumérable.
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Un cadre plus général

Maintenant, comme dans le cas de I'espace de Cantor :
Q@ Pour Xe Z etYe%, X<t VYsiilexiste f calculable tel
que f(Y) = X,
QO X=7YsiX<yYetVY <7 X,
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Un cadre plus général

Maintenant, comme dans le cas de I'espace de Cantor :
Q@ Pour Xe Z etYe%, X<t VYsiilexiste f calculable tel
que f(Y) = X,
QO X=7YsiX<yYetVY <7 X,

@ Les classes d'équivalences par =7 d'un élément d'un espace
topologique récursif sont appelées degrés d'énumération.

@ Les classes d'équivalences par =1 d'un élément d'un espace
métrique récursif sont appelées degrés continus.

@ Les classes d'équivalences par =7 d'un élément de 2% sont
appelées degrés Turing.

Ces degrés sont-ils différents ?

Paul-Elliot Anglés d’Auriac Laurent Bienvenu Lemme de Schoenfield dans les degrés continus



Ouf

Théoréme (Miller, 2004)

Il existe un élément x d’un espace métrique récursif tel que
Vy €2¥, x#ry

@ Toutes les preuves utilisent un théoréme de point fixe,
@ Raison topologique : [0; 1] n'est pas de dimension
topologique finie (Mathieu Hoyrup, Arno Pauly)
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3eme partie
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X', c'est :

@ Les algorithmes de code e qui s'arretent avec oracle X,
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X', c'est :
@ Les algorithmes de code e qui s'arretent avec oracle X,

@ les fonctions calculables de code e qui prennent une valeur sur
X,
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X', c'est :
@ Les algorithmes de code e qui s'arretent avec oracle X,

@ les fonctions calculables de code e qui prennent une valeur sur
X,

@ les ouverts effectifs de code e qui contiennent x.
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X', c'est :
@ Les algorithmes de code e qui s'arretent avec oracle X,

@ les fonctions calculables de code e qui prennent une valeur sur
X,

@ les ouverts effectifs de code e qui contiennent x.

Définition

Soit (27, T, v) un espace topologique récursif, et x € 2. Alors,
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Définition

Soit (27, 7, v) un espace topologique récursif, et x € 2. Alors,

] XST Y—)X’ST Y’
] X<TX/
@ On a toujours X’ € 2%
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Le lemme de Schoenfield non relativisé

Le lemme de Schoenfield non relativisé :

Lemme (Schoenfield dans les espaces topologiques récursifs)

Il existe un espace topologique récursif 7 tel que le lemme de
Schoentield ne soit pas vrai :

AX <7 ( tel qu'il n'y ait aucun (Xs)s € T convergeant vers X

Lemme (Schoenfield dans les espaces métriques récursifs)

Pour tout espace métrique récursif 2, le lemme de Schoenfield
reste vrai :

X<70 <= 3I(Xs)s € 2 (Xs)s <70, Xs = X
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Le lemme de Schoenfield non relativisé

Le lemme de Schoenfield relativisé :
Lemme (Schoenfield(2+,[0; 1]“))

Pour & = 2% et % = [0;1]¥ le lemme de schoenfield n'est pas
vrai :

Y € [0;1¥] tel que ¥(Xs)s € 2%, (Xs)s < Y, Xs A Y’

Lemme (Schoenfield([0; 1],%))

Pour tout espace métrique récursif %, le lemme de schoenfield
reste vrai : VX € [0;1],Y € &

Paul-Elliot Anglés d’Auriac Laurent Bienvenu Lemme de Schoenfield dans les degrés continus



Merci |

lés d’Auriac Laurent Bienvenu Lemme de Schoenfield dans les degrés continus



