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Quelques ensembles. ..

N,
{n € N: n est pair},
{n € N : n est premier},
{n € N : la n-iéme équation diophantienne posséde une solution},

{n e N:¢(n)} ot ¢ est une formule.
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Quelques ensembles. ..

N,
{n € N: n est pair},
{n € N : n est premier},
{n € N : la n-iéme équation diophantienne posséde une solution},

{n e N:¢(n)} ot ¢ est une formule.

Remarques :

© Que peut-on dire suivant la forme de ¢ ?

@ Ou sont les “autres” ensembles ?
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Quelques ensembles. ..

N,
{n € N: n est pair},
{n € N: n est premier},
{n € N : la n-iéme équation diophantienne posséde une solution},

{n € N: ¢(n)} ou ¢ est une formule.

Remarques :

@ Ces ensembles sont-ils calculables? En un oracle?

@ Que permettent-ils de calculer?
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Des ensembles sans superflu : stratégie

@ Sion n'a rien, on n'a pas de superflu

@ Si on a quelque chose, M, il faut qu'on ait les ensembles de la
forme :

{x € Ml¢(x, p)}

pour toute formule ¢ (a paramétres dans M).
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Idée

@ Sion n'a rien, on n'a pas de superflu
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Idée
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Des ensembles sans superflu : stratégie

@ Comment ne pas s'arréter 3 N7

@ Quand s'arréter?
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Définition

Un ordinal est un ensemble « tel que
Q « est transitif : Vx € a,Vy € x,y € «

@ « est bien ordonné par la relation d’appartenance.

o Certains ordinaux sont successeurs,

@ Certains ordinaux sont limites.
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Une définition précise

Constructibles de Godel (1938)

Les constructibles de Godel au rang «, noté L, sont définis par
induction le long des ordinaux :

Q Lo=0,
@ Loi1 = Def(La),
© Ly =g Lo
Les constructibles sont les éléments de | J,, La.

Définition

Def (M) = {E(zl)‘ﬁ3 : ¢ est une formule et p € M}

E(Q’/’F—, = {x € M : ¢(x, p) est vrai dans M}
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[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



[[lustration

iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



iot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin éfinissabilité et calculabilité



Faits sur les constructibles

U, Lo est un modéle de ZFC.
C'est le plus petit qui contient tous les ordinaux.

L, peut aussi étre un modéle de ZFC.

Les constructibles de Godel sont utiles pour démontrer
I'indépendance de propriétés...
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Machine de Turing a temps infini

Définition (Machine de Turing)

Une machine de Turing est un modéle abstrait de machine avec :

@ une quantité finie d'états,

@ une mémoire sous la forme de rubans infinis avec une téte de
lecture,

@ des transitions entre états.

Définition (Machine de Turing a temps infini (2000))

Les machines de Turing a temps infini ont en plus un état marqué
“état limite".
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La différence

L'horloge d'une MT :
‘ ‘ >

L'horloge d'une MT a temps infini :

‘ | \|||||>{ [T
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La différence

L'horloge d'une MT :

‘ >

L'horloge d'une MT a temps infini :

| [y Py
Quel comportement a la machine a une étape limite ?
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Comportement

Quel comportement a la machine & une étape limite ?

Réponse

o L'état courant devient |'état particulier “limite”,

@ chaque cellule du ruban devient la liminf de ses valeurs
précédentes.

Cellule 0 valait : 1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,.. . — elle vaut 1.
Cellule 1 valait ; 1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,. .. — elle vaut 0.
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Des liens entre Définissabilité et Calculabilité

@ Est-ce que la machine a un comportement original aussi loin
qu’on aille dans les ordinaux?

@ Qu'est-ce que de telles machines peuvent calculer? Tout?

@ Quel est I'intérét de tout ca?
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Des liens entre Définissabilité et Calculabilité

@ Est-ce que la machine a un comportement original aussi loin
qu’on aille dans les ordinaux?
e Non, la machine ne s'arrétera plus si elle dépasse un certain
ordinal, A, ne se stabilisera plus & partir d'un autre ordinal, ¢,
et bouclera a partir d'un troisiéme ordinal, X.
@ Qu'est-ce que de telles machines peuvent calculer? Tout?

o Ces machines peuvent écrire sur leur ruban exactement les
codes des constructibles au niveau \!
@ Quel est I'intérét de tout ca?
e Les ordinaux A, ( et X ont des propriétés trés intéressantes
pour la théorie de la définissabilité.
o La théorie de I'admissibilité, déja développée, aide a étudier ces
machines.
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Conclusion

Définissabilité Calculabilité
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" "\_»|Randomness
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Merci de votre attention |

Paul-Elliot Anglés d’Auriac, sous la direction de B. Monin Définissabilité et calculabilité



